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Resumer:Er—este trabajo se presenta un algoritmo rumérico para resolver la
ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman asopiada a la funcion de costo optimo de’
problemas de control de sistemas sconGmicos oug involuoran 1a sxplotacion de
recursos no renovables Tambien estos problemaz aparecen =0 2l control de
cistemas monetarios cuando s6lp se considera en 2l mismo la irueccion de
racursos. En ambos casos los controles utilizados son mondtonos (ND orecientes o
no decrecientes), pudiendo ser incluso discontiruos. Un estudic casi completo de
csta problams w de la ceractarizacion tedrica de su solucion bz sido rezlizado en

1] Er ese articulo la solucidn del problema oueda redusida al tratamiento de una

-

inecuacion ~uasivariacional esliptica en =1 intervalo [0,7) En este trabapo se
realiza una extension de la metodolosia presentade en [7) 3l analisis o solucion
rumé&rica de esta inecuacion, dando wn zlooritmo de resolucion, propiscsades de
corvergencia del proceadimiento de discretizacion J los resultados computacionales

obtenidos al resolver con este método un 2jempio presentado en [5]

-1067-



I-Introduccion

Ce considera un problema de control optimo de sistemas dinamicos desoriptos por

i

scuzciones difererciales ordinarias El sistema es unidimensional 1 el intervale de
biempo en consideracion 2= finito; el funcional 2 optimizar =5 cuadratico y toma l=

siguierte forma axplicita

T .
_[ g { W [utzi—fmT® 4+ k [pis—F1eT } de ()
! u
siendo
dy _ s (T3
EE = k] [958,

o es la warizble de control y pertenece a 27 = (Do

El problems de minimizacion estudiado s con condiciones iniciales libres, por lo
gue realmente el minimo debe buscarss con respecto a w(@), o0

Se tieme en consecuencia oue u 2s una wariable no decreciente, de 21li 21 nombre

de controles monotono

0]

oL r*e-:iben» este tipn de problamas, dJa3 oOue pusdes
considerarse a y como la variable de control

» e= 2] cosficiente de actualizacidn, h'y k son coeficientes de pondaracion g f es
una trawvectoria deseakle a perseguir.

Ests tipo de problemas aparecen en cuestiones economicas como el control de la
politice monetaria, donde o representa la inusccion de circulante e 4 es el stock
mometario. Problemas similares tiener lugar cuando se considera el control de la
explotacion de recursos no renovables, como wacimienios de petroleo o minsrales,

bosoues, politica pesouera, eto

Ern [1) == ha presentado la caracterizacion de la solucion de este problema

utilizando la metodologia de inecuaciones variacionales en espacios de Sobolew.

Definiendo
£ t

Vi) = j ule) ds Fity = _[ Fie) ds (3
] a

se obtiens la siguierte ecuzcitn diferencial de optimalidad pars

VY4 (Y = F 4 FT =0 en (DT 4
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con condiciones de fronters
yili= 0 )

YiTi= F(T3 ©

Fztaz condiciones pusden ser obtenidas ftamioi=n directamerte aplicando 21
principio de mazimo d2 Pontriaguin En particular (8) es consecuancia directa de
considerar la optimizacidén bajo condiciones iniciales libres para uild}

La solusicn deseada de (4) posee la siguiente propiedad de minimalidach

Tecremsa:
v $uen (0T Yuel 7
siendo

v={ueHiom /w0, W —uLF —F w0 ulzFD |

La demostracion estéd contenida =n (1]

El conjuntc U es llamado el cornjuntc de supersciuciona2s. En base a la
caracterizanion dada por =]l tecrema para el elemente Y, el problama original gueda
reducido a determirar el elemento minimo de U Para hallarlo ruméricamente se
desarrolla un orocedimierto de discretizacidn aplicando la metndologia presentada
an [71 Fl métods estid bssado en el emplen de =lementos finitos lineales o er =l uso

de discratizaciones débiles de las condicionas gue interviengn en (8

Il E1 problema discretizado y sus soluciocnes

= roaliza urna aproximacion externa del espacic HA0,TY utilizando elementocs

[y

finitos linsales (elementos de HYO, TS, (lamamos Hh a2l conjunto de estos =lementos)

Er comsecuencia estas funciomss aproximantes guedsn determinadas oor los walores

que asume 2n 105 nodos de la discretizacion En este caso unichmensional eshos
:

ualores seran ( para una particion uniforme ode [071 5

|~
J

jud
i

la discretizacion de las restricciones gue definen U determinan un conjunto de

superzoluciones discretas Uh gua tiene la siguiente forma:

A= | &)
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NNV 12
B e P |
uh gefty 3 S (oL 38) g—u t.(kfi)ﬁz fe=1,ris—1 am
o, i L \ 2 .
ey 3 | Rt g WD pgeny — o) ] 552 k=1, mn—d {14)
A Pzt

La furcion ‘v"h, elemento minimo de " estd caracterizado por las condiciones:

M =0 s

Wt @) = FT) ue
h | e 0ar =08 (Y nd 2 -8 | a2
Y '(kA):max{ et —F + Flkd) — l—'”(k.f.\)] Y
L | . ] &+477

k=1,..rp—1 €4

Sz introduce =1 operador P Nh -+ Nh de lz siguisnts forma

P =0 um

@ (n8) = FT U9
{ e, P asay {0 P aas Fioo. 450 2 )
lZPwh”ﬁkA):ma}:iw G+ 1)8) 41 (\..K-umi i (44340 -{;w (—134) + FlkA) — F tkA? A _4
! 2 A% 1 24a%)

(Z

Ezte operador es munétona, o deja invariante al conjunbo ‘\Jh. Tambign pusdes

demostrarse gus si bisn P no es contractivo . sl lo es la potencia iy, del mismo.

. ~h p i . AR .
Llamands ¥ 21 dnico punto fijo de F | es decir llamands ¥ 3 la dnica solusién oe

1z ecuacion:

=k M b e

Vi=P i Y el
-, ok . P ) i

CEsUltla tambisn Y o= ¥ o por Lo tanto tambisr sclucicr d2 la 2CUaClon
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i s
=to minimo de U es smtonces 1z solucidn de

czracterizada la solucion del problema discretiZado u al mismo tiemoo 2] operador

n

_ permite definic un sleoritmo para caloular YO

ALGORITHMO

Y4 ir & 3, sing, hacer v=v+1 & 17 2 1.
i

Faso 2 : Hzcer Y0 = Y, u parar.
Este algoritmo termina en un numero finito de pasos o gsnera una sucesion ce

elemantos Y, due cornverges a ¥, verificandoze la siouiente desigualdac

— P2 B vy = ¥y -t

siendo 0 o=

Puede observarse tambien, en virtud de las propiedades de Pr. aus si se elige Yg

perteneciente a U, la sucesgidn Y verifica:

V) Convergencia de las soluciones aproximadas

Lz solucion "Y’h del problema discretizado converaes uniformemente hacia la funcicn
¥ solusidn de (4) cuando Ny = o A - O

En efecto u en virtud del tipo de discretizacion empleads, se obtisne ous ss vilidn
un orincipio de marino discreto 1o oue implica )z oconvergencis aniforme de las
aprozimaciones ( ver [4]), [E] ). Pudiéndose demostrar ademis aus
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fity = sen(t)

Lu=go

Fib)= 1— cost

La solucion numarica se calould tomando wuna oarticion o=l (Dl con r.h=iEu“_s

La solucien exacta es

) ot i t £ (0
ity = {
: ( _t Zm-t ! S 4 e e
csle —e + 1— cosit? =it € x,m
siendo
x = 1.793508. .. 2l punto e conmutacion de la politica optima ( p=0 en (@x) )

o= —0.0020893877. . .

Y g la rumérica ¥ es 737 1000

EL

t
©n 12 arafica | ze muestra la zplucitn numerica vh del problemz 2 en la grafica 1

siguiendo la sugerancls expussta =n [1], pay 303 se e realizado

nontinun con criterios ocoad ALic u controles monotonos. El métodn essts basado

a1z rosimasion Somoles HIOT] por medic de

finitos lineales u discretizacionss Gue = tisfamen un PRD. . constitugendo asi una

extension del procedimiento presentacdo en [5) {71, para solucionar oroblemas de
control Gptimo estocasticos modelizados oon difusiones continuas.
Fl procedimiento es absolutamente corvergents, obteniéndose ademas =
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monatona en 2l caso de slegir como punto inicial para el algoritmo iterativo una

dizoreta Yhg En virtud
Y se demueshira unz estis
Lipee
i v V< -2
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